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Harald Upmeier, Matthias Graefenhan?

Wasist und was soll UpMath?

Wéhrend die erste Halfte des 20. Jahrhunderts in der Wissenschaft als Epoche
der Physik gilt, kann die zweite Hélfte durchaus a's Zeitalter der Mathematik
bezeichnet werden. In dieser Bliitezeit wurden nicht nur fundamentale Proble-
me z.B. in der Zahlentheorie gel6st, sondern auch neue Gebiete axiomatisch
begrundet und mit der klassischen Mathematik verbunden. Als Konsequenz ist
der inhaltliche und methodische Umfang der Mathematik seit den 50er Jahren
explosionsartig angestiegen.

Wieist es moglich, bel dieser Erweiterung des mathematischen Wissens ei-
nen Gesamtuberblick zu behalten, wie er fiir die mathematische Forschung no-
tig ist? Diesem Anliegen dient das UpMath-Projekt?, eine virtuelle Datenbank
mathematischer Einzeldokumente, die im Gegensatz zu den Ublichen Internet-
Enzyklopédien eine vollstandige, also nicht nur stichwortartige, Darstellung
des jeweiligen Wissensgebietes anstrebt.

Die erste Stufe des UpMath-Systems ist die neuartige Symbolik: Die Ubli-
chen Buchstaben werden kaum benutzt und auf Worte wird fast ganz verzich-
tet. Statt dessen gibt es als TrueType Schriftart ein doppelt-spiegelungsin-
variantes Alphabet aus etwa 5000 Symbolen

hRYY PPAATLTTLIII O TTIRRYYY Y AT ...
XXX¥XXXXCDOAUEDUM ...,

welche in ale Richtungen (jewells 8 Positionen) in zwei-dimensionaler Weise
kombiniert werden kdnnen.

1 Prof. Dr. Harald Upmeier, FB Mathematik und Informatik, Universitét Marburg
http://www.mathematik.uni-marburg.de/~upmeier/
Matthias Graefenhan, FB Mathematik und Informatik, Universitét Marburg
http://www.mathematik.uni-marburg.de/~graef/

2 http://www.mathematik.uni-marburg.de/~upmath/
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Ein UpTeX-Ausdruck:

2

=

T

5. zugehdriges
: Zeicher

X

Dieser Prozefd kann baukastenartig iteriert werden. Die speziell fur UpMath
entwickelte Sprache UpTeX3 ermdglicht es, die besondere Notation in kom-
pakter Form mit einer herkdmmlichen Tastatur einzugeben und fur das bekann-
te Satzsystem LaTeX aufzubereiten. Anschlief3end werden daraus Dateien im
Portable Document Format4 (PDF) erzeugt. Die einzelnen Ubersetzungsschrit-
te sind fir den Benutzer transparent, d.h. nach einem Klick wird ihm das tber-
setzte Dokument angezeigt. Will man die komplette Sammlung virtuell verof-
fentlichen, werden all ihre Dokumente neu tibersetzt und eine Ubersichtswebsi-
te generiert. Diese vollstandige Neulbersetzung dient dazu, ein einheitliches
Layout zu gewéhrleisten. Globale Einstellungen, wie etwa Absténde der Zei-
chen untereinander oder feine Anderungen der Symbole selbst, werden so bei
alen Dokumenten wirksam. Trotz der grofRen Anzahl der Dokumente wird die
Dauer des Ubersetzungsprozesses durch Ausnutzung von Technologien mo-
derner Prozessoren, wie Hyperthreading® und Multi-Core-ArchitekturenS, rela-
tiv kurz gehalten.

Als zweite Stufe erhdlt man so genannte , Ikonen”, welche die Grundlage
von mathematischen Formeln und Sachverhalten bilden, beispielsweise

3 Siehe auch Préasentation ,,UpTeX*“.

4 http://www.adobe.com/products/acrobat/adobepdf.html
5 http://www.intel.com/technol ogy/hyperthread/

6 http://de.wikipedia.org/wiki/M ulticore-Prozessor
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U7
LY, R
1

zusammengesetzt aus L 1 R U und den allgegenwértigen Dreiecken DN N,
Diese Ikonen bedeuten in allen Dokumenten stets das gleiche mathematische
Objekt und werden nur einmal erklért. Dadurch wird bei aller Ausfuhrlichkeit
die Darstellung kurz und elegant gehalten, und die Beziehung zwischen ver-
schiedenen Dokumenten ist schon an der Geometrie der Ikonen zu erkennen,
etwa bei wichtigen Dualitatsrelationen: Zeilenvektoren L und Spaltenvektoren
Twerden durch Matrizen "L verbunden:

1T1= L1l =L

Ein weiteres Beispiel: Der Hilbertsche Nullstellensatz lautet in der UpMath-

Symbolik:
1-"J3) T\I}]F

~————

Hingegen wird der Rungesche Approximationssatz der Funktionentheorie so
formuliert:

R=CTR\P_

Schon graphisch wird deutlich, dal3 es sich hier um &hnliche, zueinander duale
Sachverhalte handelt. Die herkdmmliche Formulierung dagegen ist mehr an
Fachausdriicken (Radikal, Ideal, Spektrum,...) orientiert, welche in der Regel
bel jedem Auftreten neu erklért werden.

In der dritten Stufe werden die Ikonen zu mathematischen Dokumenten (=
virtuelle Buchseiten) verbunden, welche jeweils nur einem einzigen Thema
gewidmet sind und mit einem charakteristischen Namen (,,1dol“) versehen wer-
den — auf Basis des Unicode-Systems, bei dem mehrere tausend Zeichen zur
Verfligung stehen. Die sinnvolle Ausarbeitung dieser Dateienhierarchie ist &hn-
lich schwierig wie die mathematische Arbeit an den Dokumenten selbst. Diein
der Mathematik Ublichen Themeniberschneidungen werden in , homogene®
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Bestandteile zerlegt und in separaten Dokumenten gespeichert. Ein Beispiel:
Der Logarithmus ist die ,Umkehrfunktion® der Exponentiafunktion, beide
Funktionen werden aber nicht in einem Dokument behandelt, sondern jeweils
fUr sich; die enge Beziehung zwischen beiden wird erst durch Vernetzung her-
gestellt. Bei den Idol-Zeichenketten stehen Vokale fir die ,,Grof3e" der behan-
delten Objekte (etwa E = endlich-dimensional, U = unendlich-dimensional),
Akzente geben die Kategorisierung (Menge, Gruppe usw.) an, die Konsonanten
bezeichnen den Zahlbereich (etwa R = reelle Zahlen, C = komplexe Zahlen)
und die Unicode-Sonderzeichen werden fur Zusatzstrukturen (Einheitskugel,
Extremrand usw.) benutzt. Einige Beispiele fur (sehr einfache) Idole:

Uz = unendlich-dimensionaler Hilbertraum Uber den reellen Zahlen

éc’ = Einheitskugel eines komplexen Vektorraumes endlicher Di-
mension

ritee = Schnitte eines reellen Geradenbiindels tiber dem Torus.

So wie die Ikonen baukastenartig aus den Symbolen zusammengesetzt sind,
ermoglicht die Separierung der Dokumente mit eindeutigen Idolnamen eine
vielféltige Vernetzung der Einzelseiten mit anderen in sich homogenen Seiten
ohne Duplikationen. Die Idole sind also die Bausteine des Gesamtsystems. Ein
Schema aus 24 Idolen ist etwa:

!ek‘1 Ke! Ke ke ke{ Kel
IxT Cx1 L TIX BK

leK ke! ek Ke eK! Ke!

IxL 1 IxC KT % 1T

\Ek KE! EK LE EK! LE!
@ nK Cx BK K AKX KNI

\EK kE! T_Ek KE Ek! K E£

CR=T nK | KIxC KNLR &K

Insgesamt kénnte man UpMath also as ein virtuelles Buch mit (voraus-
sichtlich) etwa 10.000 Seiten bezeichnen, geschrieben in Worten (Ikonen) einer
Schrift aus 5000 Buchstaben (Symbolen) und mit Seitentiberschriften (Idolen)
aus Unicode-Zeichen. Im Gegensatz zu realen Bichern ist das Projekt dyna-
misch, durch Erstellung neuer Dateien oder durch EinfUhrung eines neuen
Symbols oder Vernetzungstyps, welche automatisch in allen bereits bestehen-
den Dokumenten ausgefiihrt wird. Die einzige ,, menschlich-verbale” Kompo-
nente ist eine beschreibende Textzeile zu Beginn eines jeden Dokuments, die
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auch in der Gesamtiibersicht (Overview) gezeigt wird. Auf lange Sicht soll die-
se Textzeile wegfallen, das Idol reicht zur Erkennung des Dokuments aus und
braucht nicht mehr verbalisiert zu werden.

Nun zur Frage ,Was soll UpMath?*. Historisch gesehen hat esimmer wie-
der Versuche einer Gesamtdarstellung der Mathematik gegeben. Besonders be-
kannt ist das Monumentalwerk von ,Bourbaki“?, einer anonymen Gruppe fran-
zOsischer Spitzenmathematiker. Auch neuartige Symboliken wurden wiederholt
vorgeschlagen; so hatte der mathematische Logiker Giuseppe Peano ein eige-
nes Schriftsystem, welches aber nur im engsten Schillerkreis verstanden wurde.
UpMath benutzt statt dessen ,physikalische” Grundideen (Lagrange-Formalis-
mus und Quantisierung) als Ubergreifende Ordnungsprinzipien auch in der Ma-
thematik. Konkret bedeutet dies, dal fast jedes Dokument als (im Sinne der
Physik)

klassisch
quantisiert

nichtlinear, reell, endlichdimensional
linear, komplex, unendlichdimensional

eingeteilt wird. Ein Beispiel aus der Funktionentheorie: Der Cauchy-Integral-
satz ist ein ,klassischer* Satz, da er invariant unter komplexer Konjugation ist
und daher , reell” aufzufassen ist (als Speziafall des Satzes von Stokes). Hin-
gegen gehort die Cauchy-Integralformel, die eine komplexe Struktur voraus-
setzt, zur ,Quantisierung”. Inzwischen werden selbst zahlentheoretische Sétze
as Erhaltungssétze im physikalischen Sinne gedeutet. In der visionédren String-
theorie®, die eine Hauptmotivation zur Arbeit an UpMath ist, ist die Verbin-
dung von Mathematik und Physik vollstandig realisiert.

UpMath ist aber nicht nur ein fachwissenschaftliches System, sondern spie-
gelt auch moderne Medien-Trends wider: Das UpMath-Kompendium existiert
ausschliefdlich in digitalisierter Form (ein Ausdrucken aller Dokumente ist we-
gen des groRen Umfangs nicht praktikabel und wegen der standigen Anderun-
gen auch nicht wiinschenswert), und asthetische Aspekte wie Symmetrie, Gra-
phik usw. sind bei der ikonographischen Erstellung der Dokumente genauso
wichtig wie der mathematische Inhalt — gemaR der Uberzeugung, daf3 konse-
quente Asthetisierung auch der mathematischen Wahrheit am néchsten kommt.
Die Fotogalerie ,, Flowers and UpMath*® von Dr. Helga Upmeier benutzt Up-
Math-Symbole als graphischen Hintergrund. Die Kombination zu Ikonenn lie-
fert etwa das folgende Diagramm aus der Differentialgeometrie:

7 http://www.bourbaki.ens.fr/

8 Brian Greene: The Elegant Universe: Superstrings, Hidden Dimensions, and the Quest for the
Ultimate Theory, Vintage, London 2005

9 http://www.mathematik.uni-marburg.de/~upmei er/Gallery/
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Besonders interessant ist nun die geplante vierte Stufe, namlich die Kombi-
nation von ldolen (jeweils fir ein mathematisches Thema stehend) zu komple-
xeren Gebilden. Ahnlich wie bei der 8-fachen Verbindung von Symbolen geht
es hier darum, die Dokumente und ihre Beziehungen untereinander auszuwer-
ten. Um etwa die ,logische Vergangenheit” eines Ikons zu bestimmen, wird es
schrittweise in seine Bestandteile (die zundchst selber noch Ikonen niederer
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Komplexitdt sein konnen) aufgelost, bis die Elementarsymbole erreicht sind.
Dies alles durchlauft verschiedene Dokumente, so dal3 man eine, auch &sthe-
tisch reizvolle, stammbaumartige Kaskade von Idolen erhélt, erzeugt von dem
ausgewdhlten lkon. Die Komplexitét einer Vorlesung oder eines fachlichen
Aufsatzes wird durch diese Interdependenzen reflektiert.

Zur Redlisierung solcher Anwendungen missen inhaltliche Suchfunktionen
geboten werden, d.h. mehr als eine reine Zeichenkettensuche; es soll Verweise
auf andere Dokumente geben, beispielsweise zur Begriindung eines Beweis-
schrittes; eine Gruppierung der Dokumente soll zur Bereitstellung von Material
fur Lehrveranstaltungen moglich sein; und es soll die Mdglichkeit geben, die
Dokumente beim Zugriff automatisch zu (ibersetzen. Ubersetzung bedeutet in
diesem Zusammenhang zum einen, die Dokumente mit erkléarenden Texten zu
erganzen und ggf. in klassischer mathematischer Notation auszugeben, um so
einen breiteren Zugang zu erméglichen, zum anderen die Wahl der Sprache der
Erganzungstexte. (Diese nachtrégliche Verbalisierung steht alerdings im Wi-
derspruch zur UpMath-Philosophie und wird daher nur extern angeboten). Bel
der aus vielen Programmen bekannten Zeichenkettensuche mul3 eine exakte,
buchstabenweise Ubereinstimmung mit dem Suchbegriff vorliegen, damit eine
Textstelle gefunden wird. Die besondere UpMath-Notation ermdglicht jedoch
die automatisierte Auswertung der Struktur eines Ausdrucks. So kann sowohl
eine semantische Suche realisiert werden, als auch das Finden verwandter oder
aufeinander aufbauender Dokumente.

All diese Funktionen sind von dem momentanen — fir die derzeitige Ver-
wendung bewdahrten — System, das auf HTML und PDF aufbaut, nicht effizient
oder gar nicht zu leisten. Deshalb wird zukinftig ein Server das UpMath-
Archiv verwalten. Zugriff auf die oben beschriebenen Funktionen erhdt man
Uber einen Client, dessen Installation und Wartung durch ClickOnce Deploy-
ment10 fir den Anwender shnlich einfach wird wie die Benutzung der beste-
henden Website, jedoch deutlich mehr Komfort und Mdglichkeiten bietet. Je
nach Zielgruppe koénnen zusétzlich Schnittstellen fir Clients auf verschieden-
sten Plattformen, etwa mobilen Geréten, zur Verfligung gestellt werden.

Neben der Nutzung der Dokumente als Teile einer Vorlesung, as Abschnit-
te einer wissenschaftlichen Abhandlung oder auch als systematische Einord-
nung von Konferenz-Notizen macht deren freie Kombinierbarkeit weiterge-
hende, auch medien-orientierte, Anwendungen denkbar, etwa die folgende:
Selbst bei bester Organisation aller Dokumente kann es nicht ausbleiben, dal3
manche gute Ideen in der Datenbank untergehen und schwierige Rechnungen

10 http://msdn2.microsoft.com/en-us/library/wh45kb66(en-US,V S.80).aspx
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und Beweise doppelt gemacht werden, obwohl sie bereits im Dateiensystem
vorhanden sind. Viele Forscher kennen dieses Gefuihl der Duplizierung. Ein
Programm zur automatischen Anzeige von Redundanzen, als Teil der oben er-
lauterten umfassenden Dokumentenverwaltung, ist in Vorbereitung. Es gibt
aber auch eine psychologische Dimension: Analog zum in Chemie-Hérsdlen als
permanenter Informations-Hintergrund présenten Periodensystems der Elemen-
te, kdnnte man zur Erhdéhung des Bewul3tseins fur die Gesamtstruktur und die
inneren Zusammenhange von UpMath auf grof3en Flachbildschirmen nach dem
Zufalsprinzip Ketten von gedffneten UpMath-Dokumenten aufrufen und als
optischen Hintergrund wirken lassen, @hnlich wie in manchen amerikanischen
Haushalten, wo der Fernseher niemals ausgeschaltet wird. Der ikonographische
Stil von UpMath ist gut geeignet fir diese Art des stetigen Aufrufens von Do-
kumenten, welche wiederum die Dynamik (kontinuierliches Aktualisieren) er-
moglicht.

Langfristig bietet die Vernetzung von UpMath-Dokumenten noch mehr
Mdoglichkeiten, welche in Analogie zum Film illustriert werden sollen: Die
Kombinierbarkeit von Szenen aus verschiedenen Filmen scheitert schon am
Auftreten verschiedener Schauspieler. Die Einheitlichkeit der UpM ath-Symbo-
le (Ikonisierungsprinzip) besagt in diesem Zusammenhang, dal3 es etwa 5000
Ltypisierte” Schauspieler gébe (dhnlich wie bei Cartoons oder im Trickfilm), so
dal? die Abfolge von Filmszenen nur noch den Regeln der Dramaturgie und
Logik unterworfen ist. Im Prinzip kdnnte man so Filme herstellen, deren Ende
offen ist und jedes Ma vom Computer nach dem Zufallsprinzip neu bestimmt
wird. Die ,Idolisierung” in diesem Bild wére die Zerlegung von Filmszenen in
Grundbestandteile (,, Sonnenuntergang® oder verschiedene Arten von ,Ab-
schied*). Im Bereich des Films klingt dies alles recht abstrus, aber in der mo-
dernen Musik gibt es durchaus computer-synthetisierte Kompositionen, die aus
musikalischen Elementarharmonien frei kombiniert werden, klassisch tonal
oder in Schonbergs 12-Tonmusik. Die Mathematik ist ebenfalls ein (giganti-
sches) Regelwerk und sollte, bei genligender Strukturierung, ahnliche Kombi-
nationsmoglichkeiten bieten. Ob dabei wirklich einmal ein neues mathemati-
sches Ergebnis herauskommt oder ,,nur® ein besseres Verstandnis bestehender
Mathematik, soll hier offen bleiben. Auf jeden Fall versteht sich UpMath als
Beitrag in dieser Richtung, ahnlich wie Tendenzen der Kiinstlichen Intelligenz
oder die ,, Wissenschaftszeremonien in Hermann Hesses Glasperlenspiel, wo
ebenfalls asthetische Form und geistiger Inhalt gleichberechtigt sind. Abschlie-
Bend sei erwahnt, dal3 UpMath langfristig in ein umfassenderes System UpCult,
welches auch andere Wissensgebiete wie UpNote und UpChem umfasst, ein-
gebunden werden soll.
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